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生成式 AI：文字與圖像生成的原理與實務

05. 
RNN 及 transformers 
的數學原理



RNN 的原理
01.
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遞歸層原理

我們用有兩個輸入, 兩個 RNN 神經
元的遞歸層來說明 (我們專注在第
一個 RNN 神經元)。 

看起來好像和以前全連結層一樣...
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遞歸層原理
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w11
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w21
x

w22
x

b2

RNN 層

不一樣的是上次 RNN 層的輸出還
會再傳回來。
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1 w21
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遞歸層原理
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然後才決定這次的輸出。
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認真看 RNN 神經元就是一般的神經元 (只是有兩種輸入)

(WX)T = [wx
11 wx

21

wx
12 wx

22]

RNN 層的第 
k 號神經元

xt = [x1
t

x2
t ]

「正常」輸入

上次的 hidden states
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認真看 RNN 神經元就是一般的神經元

(WX)T ⋅ xt = [wx
11x1

t + wx
21x2

t

wx
12x1

t + wx
22x2

t ]
同 時 算 了 兩
個神經元的!

1 號 RNN 神經元 ( )k = 1
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Hiden States 這邊基本上也是一樣的!

(WH)T ⋅ ht−1 = [wh
11h1

t−1 + wh
21h2

t−1

wh
12h1

t−1 + wh
22h2

t−1]
同 時 算 了 兩
個神經元的!

1 號 RNN 神經元 ( )k = 1



線性代數 101
02.
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矩陣最大的關鍵就是先列後行!

⋮
⋯ aij ⋯ ⋯

⋮
⋮

第  列i

第  行j aij

 行n

 列m

 矩陣m × n

行

列

列

行
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乘法也是先列後行

⋮
⋯ aik ⋯ ⋯

⋮
⋮

⋅

⋮
⋯ bkj ⋯ ⋯

⋮
⋮

第  列i

第  行j

若 ,  是  矩陣第  列和 B 矩陣第   行的內積。 C = AB cij A i j
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內積 (嚴格說是 dot product) 是核心

設 , u = [a1, a2, …, ap] v = [b1, b2, …, bp]

⟨u, v⟩ = uvT = a1, a2, …, ap

b1

b2
⋮
bp
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列向量為中心的故事開展

一般我們說的線性轉換, 會寫成 。

但 Google 超喜歡列向量 (和內積), 於是引
發了後面的故事...

Ax
行向量
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矩陣乘法最重要技巧 (線性轉換)

x1

a1 Ax

+

x2 xm
a2

am

x1 a1 x2 a2 +⋯+ xm am=

正好由   向量的分量, 
對  矩陣的列向量做
線性組合!

x
A



QKV 注意力機制
03.
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Transformers 的誕生
Output 

Probabilities

Nx

Nx

Positional 
Encoding

Positional 
Encoding

Outputs 
(Shifted right)

Inputs
* “Attention is All you Need,” Vaswani et. al., NIPS 2017

2017 年, Google 出了一篇有名的 
“Attention is All you need”, 介紹 
transformers 的架構。最主要是想取
代 RNN, 但從標題可知, (當時) Google 
野心更大。
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Attention 機制: 神秘的 QKV 概念

Q

K

V

Query

Key

Value

fθ

給定「先備知識」
k1 k2 … kT
v1 v2 … vT

 (問題)q
 (適合這問

題的結果)
h

x1 x2 xT
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特徵代表向量

xt kt vt

這裡的  都是  的
一個特徵代表向量。

kt, vt xt
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希望找到 Q 適合的代表向量

直覺的想法是有一段資訊, 比方說
一段文字 , 現在有個 
query  進來, 想依前面的資訊, 找
出最適合  的代表向量 。

x1, x2, …, xT

q
q h

q h
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最後這個向量長這樣

h = α1v1+α2v2 + ⋯+αTvT

 和  的相關強度q x1

 和  的相關強度q x2

 和  的相關強度q xT

所謂相關強度是 attention 的強度, 基本上愛怎麼合理的算都可以
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計算「注意力」的強度

a(q, kt) = ⟨q, kt⟩
= qkT

t = et

q

k1

e1 e2 eT

query

k2 kT

這是 Google 最愛的方法

Attentation (alignment)
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把所有的 ,  放入一個矩陣ki vi

K = V =

k1

k2

kT

v1

v2

vT

深愛列向量的 Google, 顯然會這樣寫
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Attentation 強度只是簡單矩陣乘法一次算完

k1 k2 kTq = e1 e2 eT

KT
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再經 softmax 就是最後權重係數

k1 k2 kTq = e1 e2 eT

KT

α1 α2 αT

softmax

h = α1v1+α2v2 + ⋯+αTvT
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式子可以很美

softmax(q ⋅ KT) = α1 α2 αT

α1 α2 αT

v1

v2

vT

T

∑
t=1

αtvt=

記得這乘法就是
列向量線性組合 V
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最終美美的 (?) 式子長這樣

Attention(q, K, V) = softmax(q ⋅ KT)V
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Self-Attention

Self-Attention

x1 x2 xT

h1 h2 hT

x̂2 x̂3 x̂T+1記得 Google 是
想一次生成!
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基本上是每個  再增加  特徵代表向量x q

xt kt vtqt
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其實就是大家輪流當 q

x1 x2 xj xT

qj =
T

∑
t=1

αtvthj

就是標準 
attention 計算
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像 K, V 一樣, 把所有  放入一個矩陣qi

Q =

q1

q2

qT Attention(Q, K, V) = softmax(QKT)V

就像前面說明的, 很容易可以導出 Google 
引以為傲的公式。
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One More Thing

Attention(Q, K, V) = softmax ( QKT

dk ) V

你可能會發現前面的公式和原始論
文公式不同, 那是因為 Google 很
尷尬的發現, 用內積算 attention 
強度其實效果沒有人家 (比如訓練
一個神經元去算) 好。主要原因是 
softmax 是「贏者通吃」, 會讓權
重高的比合理權重還要高很多。 

好在這不難救...

, 其實這裡放一個
足夠大適當的數字就可以, 比
如 。Google 這樣寫基
本上只是讓你覺得好有學問...

dk = dim(ki)

9487
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Softmax 贏者通吃

softmax

3.9 3.2 1 0.3 1.1

61% 30% 3% 2% 4%

本來感覺只差一點啊...
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把數字都拉到 0 的附近, 輕鬆解決問題

softmax

3.9 3.2 1 0.3 1.1

40% 29% 11% 8% 11%

 當然不一定要是 
, 可以當一個 

hyperparameter!

τ
dk

1.74 1.43 0.45 0.13 0.49

同除以 τ = dk
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回過頭看各個向量是怎麼來的

x1 x2 xT 是 word embedding*

* 一般不用如 Word2Vec 等標準 word embedding, 而是直接加 embedding 層去學

qt = xtWQ kt = xtWK vt = xtWV
, ,

就是經過對  的線性轉換, 這些矩陣是學習來的xi
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Multihead Attention

認真想想, attention 沒理由只有一種, 所以我們可以定義第  個 
attention…

n

Attention(QWQ
n , KWK

n , VWV
n )
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Transformer 層在 encoder 和 decoder 設計是不同的

Multi-Head (Self) 
Attention

Dense

Multi-Head 
Attention

Dense

Masked Multi-
Head (Self) 
Attention

encoder decoder

這兩處的 self-
attenation 都是由輸
入向量自家生產 q, k, v
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只有 decoder 中間那層不是 self-attention

Multi-Head 
Attention

Dense

Masked Multi-
Head (Self) 
Attention

decoder

q

k v Multi-Head 
Attention

來自 encoder

來自前一層的 output
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Masked Multihead Attention

Transformer 
Encoder

要注意的是, transformer 輸入有幾個 (字/詞向量), 輸出就有幾個。
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Masked Multihead Attention

Transformer 
Decoder

包括 Decoder 也是這樣, 只是開始還沒有的輸入會被 mask 住。



Position Encoding
04.
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Position Encoding

注意 RNN 是真的一個字一個字讀, 
transformers 為了平行化, 一次做 
self-attention, 每個字先後順序並沒
有真的被考慮。所以我們應該要把位
置資訊加入原來文字 embedding, 這
叫 position encoding。

word embedding position encoding

xt pt+
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觀察任何一個進位的數字系統

 越高位數週期越長, 頻率越低。

比如我們熟悉的十進位數:

[9, 4, 8, 7]
頻率 1頻率 1/10

頻率 1/100

頻率 1/1000
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為了通用, 我們想找個奇幻進位系統

連續函數 

有週期性 

數值不要太大 (以免影響
原 embedding)

很容易打 sin, cos 的主意!
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加上 position encoding

xt

pt
+

p1 p2 pd

x1

=

= x2 xd

, , ,

, , ,
+

注意這是低位數! 這是高位數!
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原論文兩兩一組同頻率

,, p2k+1p2k, p1p0 , , , pd−1

ω0 ωk

記得低位數在前面, 後面的頻率要越來越慢, 需要 ω0 > ω1 > ⋯

* 注意原論文足標通常是從 1 開始, 
但這裡應該要由 0 開始才符合後
面的式子。

ωk =
1

100002k/d
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原論文的 position encoding 方式

pt p0 p1 pd−1= , , ,

pi = {sin(ωk ⋅ t), 當 i = 2k
cos(ωk ⋅ t), 當 i = 2k + 1

第  個字t

位數越高頻率越低
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Position Encoding

pt = [sin(w0)t, cos(w0)t,
sin(w1)t, cos(w1)t,
⋮

sin(wd/2)t, cos(wd/2)t]
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為什麼要加入 cos, 只有 sin 不行嗎?

沒人規定一個位元只能用一個數字表示,  
剛好是單位圓上的一點, 我們可以想成時鐘上的一個點。
只是位元低的時鐘快, 位元高的時鐘慢。

(sin(ωtt), cos(ωtt))

,, ,

k = 0k = 1k = d/2

快慢

θ

(cos(θ), sin(θ))
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不要騙我不懂, 極座標明明是 cos 在前!

雖然不知 Google 的考量, 但  
繞一圈也是單位圓。而且  是指向一般
時鐘 12 點方向, 並且走向會是順時鐘方向。

(sin(θ), cos(θ))
θ = 0



讓 transformers 更穩
05.
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原版的 Transformers 架構
Output 

Probabilities

Nx

Nx

Positional 
Encoding

Positional 
Encoding

Outputs 
(Shifted right)

Inputs

回頭看原本的 transformers 架構, 相信
可以理解每一個細節了。我們沒有說的是 
transformers 用了 residual 連結還有 
layer normalization 的技術, 這些都是
當年能讓神經網路更深、更穩定的最佳技
術 (好在現在也差不多)。



RNN 及 Transformers 的數學原理 52

Transformers 中有個 ResNet 型的設計

我們看看 ResNet 
是怎麼運作的?
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ResNet 的設計方式

ℓ(z)

z

+

ResNet 的設計
方式。
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為什麼 ResNet 可以很深

這意思是本來某一層的輸出是

ℓ(z)

現在變成

z + ℓ(z)
f(z)

假設我們的目標 (正確答案) 
是
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只需要學之前沒有學到的

也就是我們本來希望

ℓ(z) ≃ f(z)

現在變成
z + ℓ(z) ≃ f(z)

之前學到的 還沒學到的
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會把重心放在前方

ℓ(z) = f(z) − z
已經學到的 

目標
如果  己經很接近正確答案 

, 那  就不太需要再
學什麼...

z
f(z) ℓ(z)
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平順的 loss function

Li,H., Xu, Z., Taylor, G., Studer C., Goldstein T. (NeuraIPS 2018). 
Visualizing the Loss Landscape of Neural Nets. .

without skip with skip
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Batch Normalization

x̂ =
x − μ

σ2 + ε

y = γx̂ + β

x1

x2

xm

計算平均值、標準差

學習來的

預防除以 0
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Layer Normalization (原版 transformers 的選擇)

̂xi =
xi − μ

σ2 + ε

yi = γ ̂xi + β

xi

計算平均值、標準差
學習來的

預防除以 0
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複習一下這些計算

x x1 x2 xn
μ =

1
n

n

∑
i=1

xi

1 計算平均值

2 計算標準差

σ =
1
n

n

∑
i=1

(xi − μ)2
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仔細看 Layer Normalization 

x x1 x2 xn x̂ =
x − μ

σ2 + ε

這是純量這是向量

基本上都是如 numpy 
的 broadcasting 運
算。 

yi = γx̂ + β

都是向量
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至此更新的模型也知道差異是什麼了

https://github.com/rasbt/LLMs-from-scratch
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Llama 等 LLM 運用了 RMS Norm

x x1 x2 xn RMS(x) =
1
n

n

∑
i=1

x2

RMSNorm(x) =
x

RMS(x)
⋅ γ

學來的向量
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最近 Meta 說不用做 Normalization!

DyT(x) = γ ⋅ tanh(αx) + β

Dynamic Tanh

可設為 0.5

學習來的向量
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不只是文字, 圖像 (聲音、時間序列數據) 也可以

Transformer
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「混入」資訊也很好用

TransformerQ
隨機產生「天馬行
空」的想法。

代表文字「意思」
的矩陣。 χ K, V

Z
混入文字的意涵。

比如文字生圖的 AI, 是怎麼
把文字的意思混進去的呢?



探索並應用一個
提示工程技巧

【作業】
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探索並應用一個提示工程（Prompt Engineering）技巧

請上網搜尋，找到一個 LLM 提
示工程的技巧，並且想一個有
趣的、實用的例子。 
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記得我們說過 prompt 要做到的兩件事

要提供足夠多的正確資訊。

正確的資訊

要清楚的告訴 LLM 要做什麼。例如, 以上面的資訊, 用什
麼樣的格式、風格, 來回答使用者的問題。

清楚的指引
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作業需要包括三個部份

① 技巧介紹：簡單說明這個技巧是什麼，來源
可以是文章、影片或論壇（請註明來源）。 

② 兩件事連結：解釋這個技巧如何幫助做到
「提供足夠多正確資訊」及「清楚告訴 LLM 
要做什麼」。 

③ 應用範例：設計一個有趣或實用的 prompt
（可以和課業、日常生活、興趣相關），展
示這個技巧的用法，並附上 LLM 的回覆範
例。
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Q & A

有問題嗎?


